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编者按 Gauss(高斯)的这篇论文是关于曲面的几何性质研究的开创性论 

文．在本文中，高斯奠定 了曲面论的基础，并得 出了曲面微分几何 中最重要的 

定理．对于欲 了解微分几何和数学史的读者，本文无疑是极有价值的文献． 

由于原文较长，我们将分两期刊出． 

1． 

当研究涉及到空间中很多个不同直线的方向时，如果我们引进一个半径为单位长度， 

以任意点为中心的辅助球面，并假定用球面上不同的点表示不同的直线的方向 (该方向 

与以球面上的点为端点的半径平行)，那么，我们的研究将获得高度的明晰和简单．由于 

空间中每一点的位置是由3个坐标所决定的，也就是由空间的点到 3个互相垂直的固定 

平面的距离所决定的，因而，我们首先有必要考虑垂直于这些平面的轴的方向．我们用 

(1)、(2)、(3)表示球面上表示这些方向的点．其中的任意一个点到另外两个点中的任意 
一 个的距离为 7r／2大圆；并且，我们假定坐标轴的方向为相应的坐标增加的方向． 

2． J‘ 

我们把这类问题中经常用到的一些命题集中在一起，这对我们的研究是会有好处的． 

I．两条相交直线的夹角由球面上相应于直线的方向的球面上两点的弧长来度量． 

Ⅱ．任意一个平面的定向可以由与该平面平行的平面交球面所得到的大圆的定向来 

表示． 

Ⅲ．两个平面的夹角等于和这两个平面相应的球面的大圆之间的球面角．因此，也 

可以由这两个大圆的极点间的弧长来度量．用同样的方法，一条直线与一个平面的倾斜 

角可以由沿球面上相应于直线的方向与球面的交点作垂直于与平面定向相同的大圆所截 

得的弧长来度量． 

Ⅳ．设 ， ， ； ， ， 分别表示两个点的坐标，r是它们之间的距离， 表示球面上 

相应于从第 1点到第 2点的直线方向的点，那么我们有 )， ) 

= +rcos(1)L。 

= +rcos(2)L， 

= +rcos(3)L． 

V．一般地，从这立即可以得出 

COS (1) +COS (2) +COS (3) =1， 

原题l General Investigations of Curved Surfaces．译自： Astdrisque，Vo1．62(1979)，p．1—81 
1)下文中 (n)L表示(fl,)与L间的弧长，这里fl,=1，2，3．—— 校注 

2)原文中绝大部分公式都没有标点符号、译文ee~,h式已加上适当的标点符号．—— 编注 
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如果 ，表示球面上的另一任意的点，那么也有 

cos(1)L·cos(1)L +cos(2)L·cos(2)L +cos(3)L·cos(3)L =CO8 ． 

Ⅵ． 定理 如果 L，L ，L”，L“ 表示球面上的 4个点，并且 A表示由弧 ， ” “ 

在其交点处所成的交角，那么我们有 

COSLL ．COSL|L |二COSLL⋯ ．'cosL|L = sinLL|．sinL L -COSA． 

证明 设 A也表示交点本身，且设 

AL=t AU =t|．AL ： t ．AL =t ． 

那么，我们有 
COSLL = COStCOSt||+sint sint COSA 

COSL|L = COSt|COSt⋯ +sint|sint㈨ COSA 

COSLL l= COStCOStlll sint sintl COSA 

COSL|L“= COSt|COSt + sint|sint COSA． 

因此， 

COSLL ．COSL|L⋯ 一COSLL⋯ ．COSL|LH 

：COSA(costCOSt sint|sint COSt|COSt sint sint 
一 COStCOSt |sintI sint“一COStI COSt“sintsint“I、 

：COSA(cost sint|一sintCOSt|、l、COSt sint 一sint COSt 、 

：COSA·sin(t ～t)·sin(t 一t ) 

： COSA ．sinLLI．sin E “Lm． 

但是，由于从点 A出发的每一个大圆都有两个分支，这两个分支在该点形成两个角， 

他们的和等于 180。．而我们的分析表明，所考虑的分支，在某种意义上说他们的方向是 

从 到 ，以及从 “到 L“ ；并且由于大圆相交于两点，显然地这两个点中的任何一 

个都可以被选择加以考虑．代替角 A，我们也可以考虑大圆的对极之间的弧 (在这里弧 

， ” “ 是一部分)．但是，明显地，如果现在选择大圆的对极之间的弧，那么可以同样 

地替代这些弧的结果；这就是说，当我们考虑从 到 ，以及从 ”到 ⋯之间的弧，两 

弧或者都在对极的右边，或者都在左边． 

Ⅷ．设 ， 是球面上的3个点，为了简洁，令 

cos(1)L=z， cos(2)L=Y， cos(3)L： ， 

cos(1)L =z ， cos(2)L =Y ， cos(3)L = ， 

cos(1)L =z”， cos(2)L =Y“，cos(3)L”= ， 

以及 

xylz + z|Y z+ z“yz|一 xy||z|一 z|yz 一 z YIz= A
． 

设 表示大圆的极点 (在这里弧 是劣弧)，这一极点相对于这条弧的位置正如点 (1) 
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关于弧 (2)(3)那样．那么，由前面的定理我们有 

z 一y／z=cos(1)A·sin(2)(3)·sin 

由于 (2)(3)=90。， 

譬z|一譬|Z=cos(1)A·sinLL|． 

同样地，有 

ZX 一ZtX=cos(2)A·sinLL ， 

xy 一X Y=cos(3)A·sinLL ． 

分别以X ，Y ，Z 乘以这些方程并相加，由V中的第 2个定理，我们得到 

A = COSAL ．sinLL ． 

现在有 3种情形必须加以区别：第 1，当 位于大圆上，而 是这个大圆的劣弧，我 

们有 AL =90。，因此，A=0．如果 不在大圆上，第 2种情形将是 位于 的同一 

侧；第 3种情形是当它们位于对极的两端．在后两种情形，点 厶 ， 将形成一个球面 

三角形，而在第 2种情形这些点将具有和点 (1)，(2)，(3)同样的顺序，第 3种情形则为相 

反的顺序． 

将这个三角形的3个角简单地用 ， ”表示．在球面上从点 作垂直线到边 

于 P．我们有： 

sinp sinL·sinLL = sinL|·sinL|L|| 

和 

AL = 90。千P， 

上面的符号适合于第 2种情形，而下面的符号适合于第 3种情形．由此可以得到： 

士A = sinL ．sinLL|．sinLL“= sinL|．sinLL|．sinL|L“= sinL“．sinLL“．sinL|L“． 

然而，明显地第 1种情形可以认为包含于第 2或第 3种情形之中，并且很容易看出表达 

式 士△表示了由点 厶 ， 以及球面的中心所形成的锥体的体积的 6倍．最后，由此显 

然地有表达式 士 △表示任意锥体的体积，这个锥体由坐标系的原点以及球面上的 3点 

组成，这 3个点的坐标是 X，Y，z；X ，Y ，Zt；X ，Y ，Z ． 

3． U‘ 

如果从 点到曲面上与 点相距无穷小距离的点的所有直线的方向，与通过点 

的同一个平面上的直线方向的偏斜为无穷小，那么我们就称一个曲面在一点 处具有连 

续的曲率．这个平面就称为过点 的曲面的切平面．如果这个条件对某一点不满足 (假 

如发生这种情况，如锥面的顶点)，那么曲率的连续性在这点中断．下面的研究将限制在 

这样的曲面，或这样的曲面的一部分，即具有连续的曲率而无处中断．注意到由于在奇 

点处曲率的连续性中断了，且必导致不确定的解，因而，我们用于确定切平面的位置的 

方法在奇点处将失去意义． 
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4． 

利用A点处的切平面的法线方向(这一方向也称之为A点处的曲面的法向)来确定 

切平面的定向，这对于切平面的定向的研究会是很方便的．我们将用相应的辅助球面上 

的点 表示这一法方向，并设 

cos(1)L= ， cos(2)L= cos(3)L=z； 

用 ，Y，z表示点 A的坐标．又设 -4-dx，Y-4-dy，z-4-dz为曲面上另一点 A 的坐标；ds为 

从点 A到点 A 的无穷小距离；最后，设 为球面上与线元素 AA 的方向相应的点．那 

么我们有 

dx=ds·cos(1)~， dy=ds·cos(2)~， dz=ds·cos(3)入， 

并且，由于 =90。， 

cos(1)~+y cos(2)~-4-Z cos(3)A=0． 

联立这些等式，我们得到 

如 +y咖 -4-Zdz=0． 

有两种一般的方法来定义一个曲面． 第 1种 方法是利用坐标 ，Y，Z之间的方程， 

我们可以假定这一方程已经归约为形式 W =0，这里 是未定元 ，Y，Z的一个函数．设 

函数 的全微分为： 

dW =Pdx-4-Q dy-4-Rdz． 

在曲面上，我们有 

Pd +Q d +Rdz=0． 

因此， 

P cos(1)~+Q cos(2)~-4-R cos(3)A=0． 

由于这个方程 (以及我们上面得到的方程)必定对曲面上所有线元 ds的方向都成立，我 

们很容易看出： ， z必定分别成比例于 Q，R，因此，由于 

。+ y。+Z。= 1
， 

我们有 

=  

P丽 i，y= ，z= R ， 

或者 
-

丽p i，y= -丽Q i，z= - R丽 ， 

第 2种 方法是将坐标表示为两个变量 P，g的函数形式．假设这些函数的微分给出 

dx= a dp-4-a dq， 

dy= bdp-4-b dq， 

dz=cdp-4-c，dq． 



用这些值替换上述已经给出的公式，我们得到 

(0 +6y+cz)dp+(aIX+bIY+c'zlIdq=0． 

由于这个方程必须不依赖于微分 咖，dq的值而成立，显然地我们有 

aX + bY + cZ = 0， aIX + bIY +c Z = 0． 

从这里我们看出， ， z将分别成比例于数量 

6c 一cb ， ca 一ac ， ab 一 ba ， 

因此，为简洁，若令 

4(be—c6 )。+(ca 一0c，)。+(ab 一60 )。=△， 

我们有 
X=丁bd-cb'

，

Y=丁caI_acI
，

z=丁aU-baI
， 

或者 
=TcU-bd

，

y=TacI-caI
，

z=Tba'-ab'
， 

把这两种方法联合起来，有 第3种方法，在这种方法中，其中的一个坐标，比如说 

，由另外两个坐标 X，Y的函数的形式表示．这种方法明显地仅是第 1或第 2种方法的特 

殊情形．如果我们设 

dz= tdx+ dy， 

我们有 

=  南 ，y 南 ，z 南 ， 
或者 

=  ， 南 ，z · 
5． 

在上文所得到的两个解，明显地给出球面上相对的两点，或相反的两个方向．这正 

如我们所期望的，因为法向可以从曲面的两侧方向作出．如果我们希望区分出曲面上相 

互接界的这两个区域，并且称其中一侧为外部区域而另一侧为内部区域，则利用第 2节 

(Ⅷ)的定理，我们可以指定这两个法向的每一个以一个合适的解，而且同时可以建立一 

个区别两个区域的标准． 

在第 1种方法中，这一标准是用量 的符号来区别的．事实上，一般地说，曲面 

将空间划分为两个区域，在其中一个区域内 保持正值，而在另一个区域中 变成负 

值．事实上，从这个定理很容易看出，如果 在朝外的区域取正值，并且如果假定法向 

向外，则我们取第 1个解．而且，在任何情况下，容易决定是否同样的法则对于在整个 

曲面上 的符号都成立，或者是对于不同的部分有不同的规则．只要系数 只Q，R有有 

限值，并且不同时为零．连续性的法则告诉我们 的符号将保持不变． 
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如果我们按照第 2种方法，我们可以想象曲面上的两族曲线．其中一族曲线是 P为 

变量而 q为常数；另一族曲线是 q为变量而 P为常数．这些曲线关于外部区域的相对位 

置将决定必须采用两个解中的哪一个．事实上，无论何时，3条线 (即当P增加时从点 

出发的曲线分支，当 q增加时，从点 A出发的曲线分支，以及朝向外区域的法线)的相对 

位置就象从坐标系的原点出发的各自独立的 ，Y， 轴一样 (例如，如果对于前述的 3条 

线或者对于后面所述的 3条轴，我们可以设想第 1条指向左方，第 2条指向右方，第 3 

条指向上)，则取第 1个解．但当这 3条线的相对位置与 ，Y， 轴的相对位置相反时，则 

第 2个解将成立． 

在第 3种方法中，将会看到，当 取得一个正的增量，z和 Y保持常数，点将穿过区 

域的外部或穿向区域的内部．对于前一情形，由于法向朝外，第 1个解成立；后一情形 

第 2个解成立． 

6． 

正如通过把曲面的法线方向平移到球面上，得到曲面上的每一个确定的点与球面上 
一

个确定的点相对应，对于任意的曲线或图形，我们也可以用与前者相应的球面上的曲 

线或图形来表示．用这种方法来比较相互对应的两个图形，其中的一个可以看成是另一 

个的像．有两点必须予以考虑，其一是只考虑数量，而另一点是 (不考虑其数量关系)只 

考虑其位置． 

这第 1点将是某些思想的基础，这些思想引进曲面的理论中看来是非常明智的．因 

此，对于曲面上含于有限区域的部分，我们指定一个总曲率 (或曲率积分)(total or integral 

curvature)，它由与曲面上相对应的球面上图形的面积表示．从这个曲率积分必定会区分 

出某种特定曲率，这种曲率我们称之为曲率测度 (measure of curvature)．后者涉及到曲面 

上的一个点，并且可以表示为一个商数，这一商数为关于这一点的面积元素的曲率积分 

除以这一点的面积元素本身；因此它表示曲面上的无穷小面积和相应的附属球面上的无 

穷小面积之比．这些观念的运用将证明是非常合理的，正如我们所希望的，我们将在下 

面解释．关于专门用语，我们已经特别地考虑到尽量避免多义性．基于这个原因，我们 

不认为严格地沿袭在平面曲线理论中通常所接受的术语的类比是有益处的．根据旧的术 

语，曲率测度应该称为曲率，而总曲率，则称为放大率 (amplitude)．但是，假如它们更有 

意义，并且更不容易导致误解，那么我们为什么不自由地选择词语呢? 

球面上一个图形的位置可以与曲面上相应图形的位置相似，或者与之相反．前者是 

这样的情形，当曲面上从同一点出发的两条不同方向的曲线 (当不是相反方向)的位置关 

系与球面上相应曲线的位置关系相似，这也就是说，在右方的曲线在球面上相应的曲线 

也在右方；后者则是相反的情形成立．我们将通过曲率测度的正或负的符号来区别这两 

种情形．但是，明显地，这种区别仅当我们在每个曲面上选定一侧，并假定图形在这一 

侧上．在辅助球面上，我们将利用外侧的表面，也就是从中心向外的方向；在曲面上，我 

们利用我们已经考虑过的外侧表面，更确切地说，那个表面是被认为是引出法向的那一 

侧．因为，明显地，如果曲面上的图形和法向两者都变到相反的一侧，只要相应的像被表 
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示在球面的同一侧，那么关于图形的相似性就没有什么变化． 

我们指定的依据无穷小图形位置的曲率测度的正负号，也可以推广到曲面上的一个 

有限图形的整体曲率．然而，如果我们希望讨论一般的情形，那么一些解释将是必要的． 

在这里我们仅作简单的介绍．只要曲面上的图形使得其上的不同的点相应于辅助球面上 

不同的点，则这一定义不需要更多的解释．但是每当这个条件不满足时，那么对于球面 

上图形的特定的部分就有必要考虑两次或更多次．从相似的或相反的位置，可以增加面 

积的总量，或者是面积可能部分地或完全地相互抵消．在这种情形，最简单的方法是假 

定把曲面分成很多小块，使得每一小块满足上述条件；指定每--+块上的曲率积分，规 

定其绝对值为相应的辅助球面上的相应图形的面积，而符号由这个图形的位置确定；最 

后，指定整个图形的整体曲率为相应的单个小块的整体曲率总和．所以，一般地，一个图 

形的曲率积分等于 r k da．这里 d 表示图形的面积元素，k为任意一点的曲率测度．关于 

这一积分的几何表示的要点归结为如下的问题．曲面上图形的边界 (在第 3节的限制下) 

将总是相应于球面上的一条闭曲线．如果后者本身没有自相交，那么这条闭曲线将把整 

个的球面分成两个部分，其中的一个部分与曲面上的图形相对应；并且它的面积 (取正值 

或负值，根据它的边界相应于它自身的位置是相似于或相反于曲面上图形的位置)将表 

示曲面上图形的整体曲率．但是若这条曲线自相交一次或多次，都将变成一个复杂的图 

形，然而对于这种情形，也可以和没有结点的图形一样合理地指定一个确定的面积；而 

且可以适当地解释这个面积为一个曲率积分的值．然而，从这一非常一般的观点看来， 

我们必须留有对这些图形的理论另一种更为扩展情形解释的空间． 

7． 

现在，我们将找出一个表达一个曲面上的任意点的曲率测度的公式．设 表示这一 

曲面的面积元素；那么 Zda表示坐标 z，Y平面上这一元素的投影的面积；因此，如果 d∑ 

是球面上相应的元素的面积，zd∑就是向同一平面的投影的面积．事实上，z的符号的 

正或负表示投影的位置与被投影图形的元素的位置是相同或相反．明显地，这些投影在 

数量上具有相同的比率，并且在元素本身的位置上也具有相同的关系．现在，让我们考 

虑曲面上的三角形元素，并假设形成它们的投影的 3个点的坐标为 

暑，， 

Y+ dy， 

Y+ 5y， 

那么这个三角形的面积的两倍可用下列公式表示为 

dz’ 暑，一 d暑，’ z， 

并且这个公式取正或负的形式取决于从第 1个点到第2个点的边与第 1个点到第3个点 

的边的位置是相同或相反于坐标系的 z轴与 Y轴的位置． 

用同样的方法，如果 3个点的坐标形成球面上相应的元素的投影，以球面的中心为 
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原点，得到 3个点的坐标为： 

， 

+ ， y + d 

x + 6x、 Y + 5Y． 

这个投影的面积的两倍可以用下式表达： 

dX ． Y — dY ． ． 

这个公式的符号的确定方式同上．因此，曲面上在该点的曲率测度为： 

． dX -6Y —dY -6x 
。 

现在，如果我们假定曲面的类别按照第 4节中的第 3种方法所定义， 和 y将取量 z，Y 

的函数的形式．因此，我们有 
dX ： ．dx+ 一OX

． dyX Oy ， = O
X 

+ 
oy
咖 ， 

dy ： ．dx+ 一OY
． dy， 5YX Oy = O

X 

+ 
ay
咖 ． 

当用这些值替换，上述的表达式就变成 

—

OX OX
． 

一

az a a az。 

令 (如上) 

以及 

或者 

Oz ． t
， 

a 
—

Ox—2 ‘ 

a 

02z 

OxOy 

a Z ， 

， Uy 

dt= Tdx+ Udy， du= Udx+ Vdy 

从上面已经给出的公式，我们有 

=一tz， Y=一uZ， (1+t +t正 )z =1， 

因此 
dX = -Zdt— tdZ． 

dY = -Z du一乱dZ． 

(1+t +u )dZ+Z(tdt+udu)=0， 

或者 

dZ=一Z。(tdt+udu)， 

dX=一Z。(1+u )出+Z。tu du， 

dY=+z。tt正 一z。(1+t )du． 

． 19 



所以 
OX (

一 (1 W it2 舢 )， (一(1 W it2 

(tuT-(1+t2 ， 筹 U一(1+t2 ． 
用这些值替换上述的公式，那么上述的公式变成 

k--Z6( — )(1+t2+u2)=z (TV—U )= ． 

8． 

通过选择适当的坐标系的原点和坐标轴，我们可以容易地使得数量 t，u，U的值在一 

特定的点为零．事实上，如果以该点的切平面作为 xy一平面，那么前面两个条件将得到 

满足．进一步，如果原点以 点本身代替，则明显地，坐标 Z的表达式就取形式 

= 言 。z +U。xy+去 。y +Q， ， 

这里 Q是高于二次的项．现在让 z和 Y轴旋转一个角度 M，使得 

tan2M = ． 

容易看出，必然地得到一个以下形式的方程 

= 去 z +去 +Q． 

这样第 3个条件也得到满足．有了这些准备，显然有 

I．如果曲面被一个经过法线和 z轴的平面所截，得到一条平面曲线，则该曲线在 

点 处的曲率半径等于 1／T，正负号表示曲线是凸或者是凹向 Z轴为正的一侧的区域． 

Ⅱ．用同样的方法得到 1／V表示平面曲线在点A处的曲率半径，这个平面曲线是曲 

面与经过 Y轴和 轴的平面的交线． 

Ⅲ．令 z=rCOS ，Y=r sin ．方程变形为： 

= ：t(Tcos ≯+V sin ≯)r +Q． 

从这里我们可以看出，如果截线是由过 点的法线，并且与 z轴成角度 ≯的平面所截 

得，我们将有一个平面曲线，它在点 处的曲率半径为 

1 

TCOS2西+V sin 西‘ 

Ⅳ．因此，当T=V成立时，在所有法平面上的曲率半径都将相等．但是，如果 

和 不相等时，很明显地，由于对角度 ≯的任意值，TCOS ≯+V sin ≯的值介于 和 

之间，在第 1和第Ⅱ部分所考虑的主截线的曲率半径提供了曲率的极 (大，小)值；这就 

是说，如果 和 有相同的符号，其中之一为曲率的最大值，而另一个为最小值．另一 

方面，如果 和 的符号相反，则其中之一有最大凸曲率，而另一个有最大的凹曲率． 

这些结果包含了杰出的 Euler首次证明了的关于曲面的曲率的几乎所有的结果． 
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V．曲面上在点 处的曲率测度取非常简单的形式 

K = T 

因此，我们有： 

定理 任何曲面上的任意一点处的曲率测度都等于一个分数，它的分子为单位 1，分 

母是法截线的曲率半径的两个极值的乘积． 

同时，显然有：曲率测度对于凹～凹或者凸一凸曲面 (这个区别是非本质的)为正， 

但对于凹一凸曲面为负．如果曲面由相应于这两种情形的部分所组成，那么在分隔这两 

种情形的曲线上，其曲率测度应该为零．后面，我们将对曲率测度处处为零的曲面的性 

质作仔细的研究． 

9． 

在第 7节的最后给出的曲率测度的一般公式，由于它只包含 5个量，所以是所有情 

形中最简单的．事实上，我们将得到一个更加复杂的公式，它包含有 9个量，如果我们 

愿意运用表示曲面的第 1种方法．保留第 4节中记号，同样，令 

， ， 

- RI
Oy2 Oz2 a 2 ’ ’ 

， ， ， a!，．a ’ a ．a ’ a ．a!， ‘ ’ 

那么 

dP=P 如 +R”d +Q”d ， 

dQ=R dx+Q|dy+P dz，一 

dR=QHdx+P dy+Rfdz， 

现在，由于 t=一P／R，通过微分我们发现有 

R dt=一RdP+P6 R=(PQ”一RP )dx+(PP”一RR”)d +(PR ～RQ”)dz， 

或者，用下面的方程 

Pdx+Qdy+Rdz=0 

消去 dz： 一 

R。dt=(一R P +2PRQ”一P R )dx+(PRP +QRQ”一PQR 一R R”)d ． 

用同样的方法，我们得到 

R。du=(PRP”+QRQ”一PQR 一R R”)d。 +(一R Q +2QRP”一Q R )dy． 

从这里我们推断出 

R。T=一R P +2PRQ”一P R ， 

R。U=PRP +QRQ”一PQR 一R R”， 

R。V=一R Q +2QRP 一Q R ． 
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以这些值替代第 7节中的公式，我们得到曲率测度 k的下列对称公式 

(P +Q +R ) k=P (Q R 一P )+Q (P R 一Q )+R (P Q 一R” ) 

+2QR(Q”R”一P P”)+2PR(P”R”一Q Q”)+2PQ(P”Q”一R R”)． 

10． 

事实上，如果我们按照曲面的第 2种定义方法，我们将会得到一个更加复杂的公式， 

这个公式包含了 15个量．然而推导出这个公式仍是非常重要的．保留第 4节中的记号， 

让我们设 

并且让我们简单地记 

丝  --O~l 02x--0{11
Op2 Op．Oq 一  — —  

Op2 Oq ， Oq2 ， 一 ’ 却 · 一 ’ 一 ’ 

髻 ， 02zOq 却 一 ’ 却· 一 ’ a口 一 ’ 

6c 一cb = A， ca 一ac = B， ab 一ba = C， 

首先我们看到 

d +B dy+C dz= 0， 

或者 

dz= 一 一 

因此，由于 可以看成是 X，Y的一个函数，我们有 
8z A 8z B 

一  

， 
u 一 ‘ 

那么，从公式 

dx= adp+ a'dq， dy= bdp+ b'dq 

我们有 

Cdp=Udx一口 dy Cdq=一bdx+ady． 

由此，我们得到关于 t，u的全微分 

。 =

( 一 筹)cUdx-aldy +( 筹一 筹)c6dx-ady)， 
C3du=(B筹一 筹)cbldx-aldy)+( 箦一B筹)c6dx-ady)， 

如果我们用下列这些公式替换 
OA

一 ： c + 57 一 c 一6 ，y， 

百

OA
= ： c +57”一 c ”一6 ，y ． 

d口 

OB
=．： 口 ，y+ caI一 口，y 一 c 口， 口’，y+ 一 口，y’一 c’口， 
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： 血 + caII一 血7 一 ctaI
, 

： 6，血+血 ，_ 6血，一 血， ， 

： 6，血，+ 血 口“一血， ，， 

如果我们注意到以此种方式得到的微分 班，d 的值必须分别地 (不依赖于微分 如，咖)等 

于数量 Tdx-F Udy，Udx-F Vdy，在一些充分明显的变换之后，我们将发现 

。T=aAb 。-F flBb 。-F 6 。 

一 2aIAbbI一邳IBbb|一2弋|CbbI 

- F Q Ab。-F Bb。-F 7 Cb。
， 

C3U=一 Aalbl—flBalb|一7Ca|b| 

-

F Q A(ab -F ba )-F B(ab +ba )-F 7 C(ab -F ba ) 
一 Q Aab一 Bab一7 Cab， 

C0V = QAa 2-F口BⅡ -F 7Ca 2 

— 2aIAaaI一2 8lBaa|一27|CaaI 

- F Q Aa。-F Ba。-F 7 Ca。， 

因此，为了简单起见，如果我们令 

Aa-F Be-F C7=D， 

Aa|-F Be|-F C7|=D|． 

Aa -F Be -F C7 =D ． 

我们有 
3T = Db 一 2D bb -F D 60． 

。U=一D血⋯b-F D (ab -F ba )一D ab， 

C3V = Dal2— 2D|aa|-F D“a2． 

在一系列计算之后，从这里我们发现 

C。(TV—U。)=(DD”一D 。)(血6 一ba )。=(DD 一D 。) 。 

因此，曲率测度的公式为 
．

DD”一D 2 

11． 

(1) 

(2) 

(3) 

用刚刚发现的公式，我们将要建立另外一个公式．这个公式可以认为是曲面理论中 

应用最广泛的公式．让我们引进下列记号： 
a。

- F b。-F C。= E． 

aa|-F bbt-F CC‘= F． 

a 。
-F b 。-F C 。= G． 



 

0 + + =m， (4) 

0 + +c—y =m ， (5) 

0 + + c—y = m”
， (6) 

0 +b'fl+c ，y=n， (7) 

0 +b'fl +c ，y =n ， (8) 

0 +b'fl +c ，y，，=n，，， (9) 

A + B + C = EG — F = △． 

让我们从方程 1，4，7中消去量 ，，y，这只要在这些方程中分别乘以 6c 一c6 ，6 — 

c B，cB—bC，并相加．这样我们就得到： 

(A(bc 一c6 )+0(6 C—dB)+aI(cB一6 )) 

= D(bc 一c6 )+m(b C—c B)+n(cB—bC)． 

这一方程很容易变成 

AD= △+a(nF—mG)+aI(mF—nE)． 

同样地，从同样的方程中消去 ，，y，或者 ， ，得到： 

BD= △+b(nF—mG)+bI(mF—nE)， 

CD=，y△+c(nF—mG)+c (mF—nE)， 

这 3个方程分别乘以 ”， ”，，y”并相加，我们得到 

DD”=( + ”+，y，y”)△+m (nF—mG)+n”(mF—nE)． (10) 

如果我们以同样的方法处理方程 2，5，8，我们得到 

AD = △+0(n F—m G)+aI(m F—n E)， 

BD = △+b(n F—m G)+6 (m F—n E)， 

CD =，y △+c(n F—m G)+c (m F—n E)． 

当这些方程分别乘以 ， ，，y 后并相加，又可以得到 

D =( + +7 )△+m (n F—m G)+nI(m F—n E)． 

联立这个方程和 (10)式给出 

DD 一D =( + +，y，y 一 一 一，y )△ 

+E(n 一nn”)+F(nm”一2m n +mn )+a(m 一mm”) 

显然，我们有 

筹=2m，筹=2 筹=m +n，筹= + 筹=2 筹=2 ， 
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或 君 1 OE 
，

1 OE ，， OF 1 aG 

m 一2—0p， 一2—0q’ 酉 ⋯2 Op’ 
OF‘ 1 OE ， 1 OG ，， 1 OG 

n 一2 0q’ 一2—0p’ 酉 ’ 

然而，很容易看出，我们有 

QQ + + 一 Q 一 一 

an On Om Om 1 a E 02F 1 a G 

ag 却 却 Oq 2 Oq ’OpOq 2 Op 

如果我们将这些不同的表达式代入上一节所导出的曲率测度的公式，我们得到下面的公 

式．它仅包含数量 E， G以及它们的一阶和二阶的微商 

4(EG-F2，2k=E(筹·筹一2筹一·筹+(筹) ) 
+ F(筹·筹一筹·筹一 9筹·筹+4筹·筹一2筹·筹) ．J一，f’I一 ⋯ ⋯ ．一．J—d一 一‘ ．．．1 一＼、却ag ag却 ag ag一却ag 一却却／／ 
+G(筹·筹一2筹·筹+(筹) ) 
一 2(EG-F2，(筹一2 +等)． 

12． 

由于我们总有 

d +d + dz = Edp + 2Fdp．dq+Gdq ， 

很显然 

、／E却 +2F ·dg+Gdq 

是曲面上的线元素的一般表达式．在前一节所详细阐述的分析向我们表明，为了求出曲 

率测度，不需要坐标 X，Y，Z作为未定元 P，q的函数的有限公式；仅仅有任意线元素的量 

值的一般表达式就足够了．让我们开始进入这个非常重要的定理的一些应用． 

假设我们的曲面可以展开到另一个曲面上 (弯曲的或者是平直的)，使得对于前一曲 

面上的每一点 (由坐标 X，Y，Z所确定)将对应于后一曲面上的一个确定的点 (它们的坐标 

为X ，Y ，ZI)．明显地，坐标 X ，Y ，Z 也可以看成是未定元 P，q的函数，因此对于其线元素 

~dx'2+dy +dz ，我们有一个表达式 

、／／E 却 +2F dpdq+G dq0， 

这里 E ，F ，G 仍表示 P，q的函数．但是从一个曲面展开到另一个曲面上的这一观念，显 

然地有在两个曲面上相应的元素必然相等．因此，我们有恒等式 

E = E ， F = F ， G = G ． 

因此，前一节中的公式本身就导出了如下的绝妙定理 (egregium theorema) 
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定理 如果一曲面可以展开到另一曲面上，那么曲率测度在每一对应点处保持不变． 

明显地，曲面的任何一个有限部分在展开到另一曲面后将保持相同的整体曲率． 

曲面可展到一个平面上构成了特殊的情形，迄今为止，几何学家们的注意力一直限 

于此种情形．我们的理论立即表明这种曲面在每一点处的曲率测度等于零．因此，如果 

这些曲面是按照第 3种方法定义的，我们就得到，在曲面的每一点处都有： 

02z 02z ，，02z、 

如2 Oy2 ＼OxOy／ 一 

尽管该结果事实上不久前已为人所知，但是通常来说 (至少就我们所知)却还没有如我们 

所希望的那样被严格地给予证明． 

13． 

在上一节中所探求的命题导致从新的观点来研究曲面．这个观点本身在几何学方面 

值得仔细研究，那就是，我们不将曲面视为体的边界，而是视其为一个柔软但不能被拉 

伸的，其中一个维度消失了的体．那么曲面的一部分性质依赖于它的形状，而另一部分 

性质是绝对的，那就是无论曲面本身怎样弯曲总是保持不变．从我们所给出的这些表达 

式的意义上来说，曲率测度和整体曲率是属于最后我们所说的性质，对它们的研究开辟 

了几何学上新的富有成果的领域．其次是关于短程线的研究．我们将对于短程线研究的 

主要部分留到后面的章节．按这个观点，对平面和可以展成为平面的曲面 (例如圆柱面， 

圆锥面等)，基本上可以看作相同的；按照这个观点，对于曲面的一般表达式来说，现在 

的出发点是公式 

x／Edp2+2Fdp·dq+Gdq ． 

它表达了弧长元素和两个变数 P，q间的关系．但是在继续进一步研究之前，我们先介绍 

一 下在一个给定的曲面上的关于最短路径 (测地线)的理论的要点． 

14． 

空间的曲线一般地由如下方式给出，即它的不同点的坐标 ，Y， 由一个单变量的函 

数形式给出，这个单变量我们称之为 W．从一个任意的初始点到坐标为 ，Y， 的点的这 

样一条曲线的弧长由下列积分表示 

＼ 
如果我们假定这条曲线的位置经过一个无穷小的变分，那么不同的点的坐标获得变分 

如，曲， ，整个的弧长的变分变成 

f dx·d6x+dy-d6y+dz·d6z 

-／ 、／／如 +dy +dz 

这个表达式我们可以变为如下形式 
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塑：塑± ： ±塑：竺 
v／ d‘’。。x。。。。’：。’。。。。+。。。。。。。。。d。。 。y。 。。。：。。。。。+。。。。。。。。d‘。。。 z。—：— 

一 ／( d dx +Sy．d dy雨 +Sz．d dz雨 ) 
我们知道，在曲线是它的端点之间的最短路径的情形时，积分号内的表达式必须为零 

由于这曲线必须在给定的曲面上，而曲面是由方程 

Pdx+Qdy+Rdz=0 

定义的．变分 ，的， 也必须满足方程 

PSx+QSy+RSz=0． 

根据熟悉的规则，从上式，立即可以得出下列微分 

d dx 
，

d dy
丽 ，d dz 

必然分别地成比例于数量 P，Q，R．设 dr为曲线上的弧长元素； 表示与这一元素的方 

向相应的辅助球面上的点； 为与曲面上的法线方向相应的辅助球面上的点；最后，设 

∈，叩，e为点 的坐标， ， 为点 的关于球面中心的坐标．那么我们有 

出 =∈dr， dy=叩dr， dz：~dr． 

从这些等式我们看出，上面的微分变成 ，咖，d(．并且由于量 P，Q，R成比例于 ， z， 

那么最短路线的特征可以由下列方程表示： 

咖 
一  一  ‘ 

然而，很容易地看出 

、／／ 。+咖。+de。 

等于球面上的微小弧长 (这一弧长度量了弧长元素dr的起点与终点处切线方向之间的角 

度)，如果 P表示最短路线在这一点的曲率半径，那么它等于 dr／p．这样我们有： 

pd∈=Xdr， Pd叩=Ydr， pde=Zdr． 

15． 

考虑从曲面上一给定点 出发的一组无数条的最短线，并假设我们是通过角来区别 

这些曲线的，这个角是由我们选定的作为它们当中的第一条曲线的第一个线元素与它们 

中的每一条曲线的第一个线元素构成的．设 是那个角，或者更一般地，是那个角的函 

数，并且 r表示这样的一条最短线上的从点 到坐标为 ，Y，Z的点的弧长．由于变量 r， 

的确定的值对应于曲面上确定的点，坐标 X，Y，Z可以看成是 r， 的函数．我们将保留记 

号 ，L，∈，叩，e，X， Z与上文中相同的意思，这个记号用于任意一条最短线中的任意点． 

具有相同弧长 r的所有的最短线的端点在另一条曲线上，它的长度 (从一个任意起 

点开始度量)我们记它为 V．这样 V可以看成是未定元 r， 的一个函数，如果记 为球面 



上相应于元素 dv的方向的点，并且 ∈ ，叩 ， 表示相应于球面中心的这一点的坐标
， 我们 

有： 
az | 8 8 t 8 8z 

f 8 
， 叩 ‘ ， ‘ 

从这组方程以及方程 
a a a 

． ∈， 叩， ‘‘ 

我们有 

警·蠡+ Oy·aOy + Oz．蠡=( + + )．器=cos AA'~ ． ar a 。ar a 。ar a 一、 。，J，J。 ，’ ‘ 
设 S表示这一方程的最左端的项，它将仍然是 r， 的一个函数，对 S关于 r求微分给出 

= 丝·赛·一02y·aOy +丝·aOz + 1-I-Or Or2 Or2 Or2 ·a(( ) +( ) +( ) ) 一=⋯ 一· 一· 一· I I——I J-I I J-I—I I，H a ’ a 。 a 。2 u＼＼ar／ 。＼ar／ 。＼ar／ ／／u 
一

a∈ a ．a叩 Oy ．a Oz
． 1 a(∈ +叩 + ) 

一

Or a 。Or a 。Or。a 十 一一。—— ～ ‘ 

但是 

∈ +叼 +( ：1， 

因此它的微分等于零；如果 P表示曲线 r的曲率半径，由前一节我们有 

8乏 X aTl Y a< z 
～  一

， 一  一 ， 一  一 ．O r P’ Or P’ Or P’ 

这样，由于 A 明显地位于极为 L的大圆上，我们有 

OS
=  ( ∈ +y叩 +z ·器= 1．cosL 器=。． 

从这一点我们看出 是独立于 r的，因此 仅是 的一个函数．但是对于 r=0我们显 

然有 =0，因此 Ov／O~=0，和 S=0不依赖于 ．因此，一般地，我们必然地有 S=0， 

所以 COSAA =0，即 A =90。．从这里得到下面的 

定理 在一个曲面上，如果作从同一初始点出发的具有相同弧长的一族最短线，那 

么连接它们的端点的曲线将正交于最短线族 中的每一条线． 

我们已经考虑了从最短线的基本性质推断出这个定理；但是这个定理的真实性通过 

下列的推理不需要任何的计算可以被显然地证明．设 AB，AB 是在 点处有一个无穷小 

的角度且具有相同长度的两条最短线，并假设在由线元素BB 与最短线 BA和JE} 所 

成的两个角中，有一个角与直角相差一个有限的量．那么，由连续性法则，可知其中一个 

角大于直角而另一个则小于直角．假设在顶点 JE}处的角等于 90。～ ，在线 AB上取一点 

， 使得 

BC = BB ·cosec ． 

那么，由于无穷小三角形 BB C可以认为是平面图形，我们有 

B = BC ．COS ． 

． 28 ． 



 

因此 

+ = + CCOS = 一 ·(1一COS )=A 一 C·(1一COS )， 

即从 A点 (经过 C点的)到 点的路线小于最短线 (AB，)． 证毕． 

16． 

与上一节中的定理相联系，我们叙述如下： 如果从一个曲面上的任意一条曲线上的 

不同点出发，向同一侧作与该曲线成直角且具有相同弧长的一组最短线，那么连结这组 

最短线的另一端点的曲线将正交于这一组最短线中的每一条．这个定理的证明与上一节 

的分析相似，除了 表示给定曲线上的从任意点作得的弧长以外而无须什么变化；更确 

切地说，是这个弧长的函数．由此所有的推理在这里将仍然成立，经过这样的修改，那么 

对于 r=0时，S=0现在就包含在假设本身之中了．而且，这个定理比上一节中的定理 

更一般了．因为，如果我们把给定的曲线取成是以点 为中心画出的无穷小的圆的话， 

那么我们可以认为它包含了第一个定理．最后，在这里我们也可以以几何的考虑代替分 

析，而在这儿我们将不花时间予以分析，因为它们足够的明显了． (未完待续) 

(陈惠勇 译 苏阳 校) 
丰丰丰 丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰 丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰丰木丰丰 丰丰丰 

(上接 70页)在世界各地数学系的公告栏上都可以看到 AMS推出的宣传材料 “数学瞬 

间”，它们已经被翻译成多种语言． 

问题的第 2部分是：什么面临着风险?事实上，数学正面临着沉溺于它自己的成功 

的危险，因为当它成功时，大家就想抓住它、控制它和指挥它．对于应用数学，这可能 

比纯数学更加真实，但肯定存在某些力量，它们可能会夺走我们自己安排研究计划的自 

由．它们无处不在却难以察觉；它们的增强就象悄然上升的水面，因此年复一年地很少 

引起人们的注意，反而很受大家的欢迎，因为它们的到来往往附带以好消息，但是却也 

附带着坏事情．这确实非常危险，我想这值得我们思考． 

Notices：在哪些地方您能看到这些力量在起作用? 

Glimm：它们作用于各个部门．我想在很大程度上数学家处于外围，所以他们可能 

并没有注意到这些力量．但是在它们确实产生影响的地方，都有联邦基金部门和大学行 

政部门在整个科学结构上的合作．目前这其中的绝大部分还没有到达数学界，但是它们 

离数学已经相当近了，因此开始考虑这一问题并不为时过早． 

Notices：您说过数学家可能失去制定他们自己研究计划的自由，这将会怎样发生? 

Glimm：在纯数学中还没有这样的事，但是在更应用的一些的科学中，这却是事实． 

现在进行科学研究的花费比前更大，因此只有得到支持这种科学的联邦部门的许可，研 

究才能够得以进行，而这些部门都有他们自己的方式来决定支持什么或不支持什么．一 

般说来，这一系统中的其他人倾向于与大潮流同游． 

(张会平 译 陆柱家 校) 
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学科与专题介绍 

关于曲面的一般研究 (II) 
Karl Friedrich Gauss 

(if-1827年 10月8日提交给皇家学会) 

17． 

我们回到公式 

VEdp +2Fdp·dq+Gdq0． 

这个公式一般地表达了曲面上一个线元素的量值．首先，我们研究系数E， G的几何意 

义．在第 5节中，我们已经说过，可以假定位于曲面上的两个曲线族：第 1族是沿着每 

一 曲线上P为变量，而q为常数；第2族是q为变量，而P为常数．曲面上的任何一点 

可以看成是第 1族曲线中的一条曲线与第 2族中的一条曲线的交点；那么邻近这一点相 

应于一个变分咖 的第 1族曲线的线元素将等于 ． ，而相应于变分d口的第 2族曲线 

的线元素将等于 ．dq．最后，记这两个线元素之间的夹角为 ，容易看出我们有 

F 
C0S = ——=== ． 

EG 

再者，曲面的面积元素取平行四边形的形式，这个平行四边形由第 1族曲线中的两条曲 

线 (相应于 q，q+dq)和第 2族曲线中的两条曲线 (相应于 P，P+dp)组成，面积元素为 

VEG—F2dp·dq． 

曲面上的任意一条曲线，若不属于这两族曲线，则可以由以下方式确定：假定P，q是一个 

新的变量的函数，或者它们中的一个是另一个的函数．设 s表示这样一条曲线的弧长， 

这个弧长从一任意的初始点开始度量，并且每一方向都选择 s为正的．设 表示角，这 

个角是由线元素 

ds=VE咖0+2F却·dq+Gdq0 

与从线元素的初始点所作出的第 1族曲线所成的角．为了不引起混淆，我们假定这个角 

是由从P的值增加的第 1族曲线的方向所度量的，并且是沿着 g的值也增加的方向取正 

值．作了这些规定，很容易看出 

c。8 ．ds： ． + ．c08 ．dq： —Ed
—

p+ F
—

dq
， 

V 凸  

sin ．ds： ．sin ．dq： ~／EG -F2~dq
．  

译自l Ast~risque，Vo1．62(1979)，P．1_81，General Investigations of Curved Surfaces，Karl Friedrich 
Gauss．Copyright④1979 Astdrisque．Reprinted with permission．All rights reserved．Ast~risque 

授予版权． 
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18． 

现在我们将研究这条曲线是最短线的条件．由于它的长度 s可以用积分表示为 

s = ／√Edp0-4-2F却·dq-4-Gdq0， 
l， 

为了达到最小值的条件，要求由曲线位置的一个无穷小变化所引起的这个积分的变分为 

零．为此，如果我们把P看成是 q的函数，那么在这种情形计算变得更加简单．如果这 

个变分用记号 表示，通过计算，我们有 

5s ．．．．

O 

． ．

E

．． ．  —  ． ． ． ． ． ．． ． ． ． ． ．  ． ．

2

． ． ．

0 

—  

F

． ． ． ． —． ． ． ． ． ． ．  ． ． ． ． ．． ．  ． ． ． — — — — —

O

— — —

G

— — — — — —

．

— —

dq：) 2F dq)dSp 
2ds 

r f，筹_一 O Fp dp l dq+O GEdp+Fdq 。 
=T ·印+ 印．1韭 2ds— 二 

并且我们知道，包含在积分号下括号里的式子一定与 印地等于零． 

筹．咖。+2筹·如 + OG~dq2=2 d· 
： 2ds．d． ．COS0 

： 塑：垡 一2d。． ． ． in0 
、，E 

(E却+Fdq)dE 
： ———————————- ‘ ’—’— ’—一  

E 

： (TEdp+Fdq)·( OE m筹．dq)一2何 嘶 · 
这就给出了一条曲线为最短线的条件方程： 

x／—EG-—F2 ： 1
． ．筹．dp+ 1． ．筹· } 1·面OE· 
aF ． 1 OG ． 

一  一  ‘  

q， 

这个式子也可以写成 

、／／ ． = 1． ．dE+互1．面OE·却一筹·咖一 1· OG·dq． 
从这个方程，再利用方程 

E 却 F 
cot0 —

x

—／ E G - F ===2‘—d—q+ —
v

—

／ E G - F 2 

可以消去角0，而导出一个关于p，q的二阶微分方程．然而，这个式子将变得更加复杂并 

且较之前面的方程更少应用． 

19． 

如果变量P，q这样选择，使得第 1族曲线与第 2族曲线处处正交，那么我们在第l1 

节和第 18节所导出的关于曲率测度和在最短线方向的变分的一般公式就会变得非常简 



单；换句话说，在这种情形下，一般地我们有 =90。或者 F：0．于是曲率测度的公式 

变为： 

4E2G =E．酉OE．筹+E(筹) +G．筹．筹+G(筹)2_2EG(等+雾)， 
角 0的变分公式变为 

何．dO__．1面OE．dp 1筹．dq． 
在所有具有正交条件的不同情形中，最重要的一种情形是两族曲线之一的所有曲线 

(例如第 1族曲线)为最短线．在这种情形下对固定的q，角0等于零，因此由刚给出的角 

0的变分方程，我们必有 OE／Oq：0，或者说系数 E必须独立于 口；换句话说，E必须或 

者是一个常数或者仅为P的一个函数．最简单的情形是把P看成第 1族曲线中每一条曲 

线的弧长，当第 1族曲线中的所有曲线交于一点时，该弧长从这点开始度量；或者是， 

如果 (第 1族曲线)没有公共的交点，则从第2族曲线中的任何一条曲线开始度量．有了 

这些约定，很明显地，现在 P和 q表示在第 15，16节中用 r和 表示的相同的量，并且 

E=1．由此，前面的两个公式变成： 

4G2k=(筹)2馏．等， 
,
／-O．dO：一 1

． ． dq， 

或者，令 、／／G=m，则 

后： 一 ． ， dO： 一 ⋯m —Op2， 一 q‘ 

一 般地说， m是P，q的一个函数，mdq是第 2族曲线中任一条曲线的弧长元素的表达 

式．但是在那种所有P曲线从同一点出发的情形，明显地，对于P=0我们必有 m=0． 

而且，在我们讨论的情形，我们将把 q本身看成角度，这个角度由第 1族曲线中的任何 
一 条曲线的元素与这一族曲线中任意选定的一条的线元素构成．那么由于对 P的一个无 

穷小值，第2族曲线 (这可以看成是以P为半径的一个圆)的一条曲线的线元素等于P dq， 

对无穷小的P值我们有 m=P，因此对于P：0，m=0成立，并且 Om／Op=1． 

2O． 

我们暂时停下，转而研究另一种情形．在这种情形里，一般地我们假定P表示从一个 

固定点 A到曲面上的任意一点的最短线的弧长，而 q表示这条曲线的弧长元素与从点 

出发的另一条给定的最短线的弧长元素构成的角．设 B为后一条曲线上的一个定点 (这 

里 q=0)，C为曲面上的另一定点 (在这里我们简单地用 A记q的值)．我们假设用一条 

最短线连结B， 两点，其弧长是从B开始度量的．一般地，我们按照第18节的记法把 

它记为s；并且，就象在同一节中的记法，我们记 0为元素ds与却所成的角；最后，我 

们记在点 B，c的角度 0的值分别为 0。，0 ．因此我们有曲面上由最短线构成的一个三角 

形．这个三角形在点 B，C的角度我们简单地用同样的字母表示，那么 等于 180。一0， 

而C等于0 ．但是，从我们的分析可以容易地看出，所有的角度都假定是表达为数量而 



不是度数，用这种方式角 57。17 45， 对应于长度等于半径的一段圆弧．以这个角度为单 

位，我们令 
。

= 7r— B， ： C， 

这里 2丌表示 (单位)球的 (大)圆的周长．现在我们考察这个三角形的曲率积分，它等于 
r 

／k da， 

咖 表示这个三角形的面积元素．由于这个元素可以表示为m咖-dq，因此，我们必须推广 

这个积分 ) 

mdp恤  

到整个的三角形区域上．让我们从关于P的积分开始，因为 

． 1 m  · 
一  ’  

Op ， 竹 

所以关于位于第1族曲线间的面积 (相应的第2个未定元的值为q，q+dg)的曲率积分的 

值为 

(常数一骞)． 
由于这个曲率积分对于P=0时必须为零，积分常数必须等于P=0时Om／Op的值，换 

句话说，等于 1．因此，我们有 

( 一等)， 
这里，对于 Om／Op必须取相应于这一区域上线CB的端点处的值．但是，在这条线上， 

由前一节我们有 
． dq 一dOdq ， 一 ， 

因此我们的表达式变成为 dq+ ．现在通过从q=0到 q=A的第 2次积分，我们得到 

曲率积分为 

A + 一0。． 

或者 

A + B + 一7r． 

曲率积分等于相应于这个三角形区域的辅助球面上那一部分的面积，取正号或负号 

取决于三角形区域位于曲面上的部分是凹一凹还是凹一凸的．单位面积取边长为单位长 

度(球的半径)的正方形的面积，整个球面的面积等于47r．由此可知，与三角形相应的辅 

助球面上相应部分的面积与整个球面的面积之比就等于 士(A+B+C一7r)与 47r之比． 

这个定理，如果我们没有搞错的话，应该被认为是曲面理论中最优美的定理，可以表述 

为如下的 

1)原文把此积分误为ffmdp·dg．——译注 
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定理 在一个由凹 一凹曲面上的最短线构成的三角形的内角之和与 180。之间的盈 

余，或者在一个由凹一凸曲面上的最短线构成的三角形的内角之和与180。之间的亏量， 

等于在法向映射下球面上相应于三角形的映像部分的面积，如果球面的面积取为 720。． 

更一般地，在一个每条边都是由最短线构成的任意的 n边形中，则 n边形内角和 

与直角的 (2n一4)倍之间的盈余，或者与直角的 (2礼～4)倍之间的亏量 (取决于曲面的 

性质)，等于球面映射下相应于多边形的球面映像部分的面积，如果整个球面的面积取为 

720。．这一结果可以通过对多边形进行三角剖分，由前面的定理立即得到． 

21． 

让我们再一次给予符号P，q，E， G， 以前面所赋予的一般意义，并进一步假设曲 

面的类型以相同的方式由另两个变量P ，口 定义，在这种情形线元素一般地可表达为 

、，／E dp 2+2F 却 de +G 由 ． 

由此对于曲面上的任何点，这个点由确定的变量P，q的值所定义，它将对应于变量P ，q 

确定的值，因此这个值可以看成是P，q的函数．通过微分它们，假设我们得到 

却 = + dq， 

dq = dp+ dq． 

现在，我们将研究系数Q， ，7， 的几何意义． 

我们可以假定在曲面上有 4族曲线，它们相应于 P，q，P ，q 各自独立地为常数．如 

果通过相应于变量P，q，pt，q 的值的某确定点，我们假设属于这 4族曲线的 4条曲线已 

作出，这些线的元素相应于正的增量 dp，dq，咖 ，由 是 

~／E·dp， 、／／G·dq， 、／E ·dp ， 、／G ·dg ． 

由这些元素的方向与一任意固定方向所成的角度，我们记之为 M，Ⅳ，M ，Ⅳ ，按照使得 

sin(N—M)为正的方式来度量．假定第4个角关于第 3个角的位置使得sin(N 一M )也 

是为正 (这是可以做到的)．有了这些约定，如果我们考虑与第 1个点相距一无穷小位移的 

另一个点，并且相应的变量值为 P+dp，q+dq，p +dp ，q +dq ，则不难看出，一般地， 

不依赖于增量咖，dg，咖 ，d口 ，我们有 

v／-EdpsinM+ dqsinN= sinM + _dq sinN ． 

因为这些表达式中的每一个恰是这个新的点与方向角起始线间的距离．但是，由上面引 

进的记号，我们有： 

Ⅳ 一 M ： 

以同样的方式我们令 

同时令 

N 一 M f： u ． 

Ⅳ 一M  ： ， 
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那么可以把刚刚发现的等式改变为下面的形式： 

、／ ．dp．sin(M 一 + )+、／ ·dq·sin(M + ) 

= 、／／ ．dp ．sinM +、／／ ．dq ．sin(M + )， 

或者 

、／面．dp．sin(N 一 一 +砂)+、／／ ·d口·sin(N ～ + ) 

= 、／／ -却 ．sin(Ⅳ 一 )+、／／ ·dq ·sinN ， 

并且由于上述的方程明显地不依赖于初始方向，这个方向可以任意地选择．那么，令第 

2个公式中的 N，_0，或第 1个公式中的M，_0，我们得到下列方程组： 

、／ ．sinw ．dp =、／面．sin(w+ 一砂)．dp+、／ ．sin(w 一砂)·dq， 

、／ ．sinw ．dq =、／面．sin(~一 )．dp+、／ ·sine·dq， 

并且由于这个方程组必须等价于方程组： 

dpt=Oldp+ 8da， 

dq =7dp+ dq． 

因而方程组确定了系数 0， ， ， ，我们有 

a =~／ ． ， ：~／ ． ， a V 。—— 一， p V ‘— ’ 
=V 导． ， =V -U． ． ‘— 一， 。 ‘ 。 

这 4个等式，联立以下等式 

F F r 
COS = —  ， C0S ’= — = = ， 

EG x／EiG| 

／Ea—F2 ． |E G 一F 
n V—— ， 鼬n V—— ， 

可以写成 

、／ =、／丽 ．sin(w+u 一妒)， 

、／ 、／ ．sin(w 一 )， 

= 何 ．sin(~一 )， 

歹 ：何 ．sine． 

由于通过替换 

dp|=Qdp+8 dq， 

dq =7dp+ dq． 

三项式 

E 却 +2F 咖 dq +G dq 。 

变换成为 

E 。+ 2Fdpdq+Gdq ， 
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我们很容易地得到 

EG—F。=(E G 一F )(Q 一 7) ， 

并且反过来，后一个三项式必然可以通过下列替换变换为前一个三项式：‘ 

( 一／ )却 ： 一 dq ， (0 一 7)dq=一7 +adq ， 

我们发现 

一 2F7 + G72= ．E ， 

一 Eft6+F( + )一GQ = ．F ， 

Eft2--2Fail+ = -G ． 

22． 

从前面的一般讨论，我们进入一个非常广阔的应用领域．在这里我们取P ，q 为在第 

15节中用 妒表示的数量，同时保持 P，q的最一般的意义．我们在这里也将以这样的方 

式运用 r， ，即对于曲面上的任意点，r为从一个固定的点到该点的最短线的距离，而 

是这一点处的r的线元素与一个固定方向的夹角．由此我们有 

E = 1， F = 0， u = 90。． 

我们令 

、／， =m． 

那么，任意的线元素等于 

v／—dr—2+—m—2d—~2． 

因此，在前文中导出的关于 0， ， ，6的 4个等式就给出 

-cos( 一 )= ， (1) 

一  = ， (2) 

．sin( 一 )=m· ， (3) 

．sin ：m· ， (4) 

但是，上一节中的最后一个方程以及倒数第 2个方程给出 

EG — F2= E ／

O

a 

q

、

]

。

- 2F ． O
p ．a

Or

口+G(塞) ， (5， 
(E·赛一F· )· =(F·笔一G·蠡)·筹． c6 

作为p，q的函数，数量 ，妒和 m(如果需要的话)必定可以由这些方程所确定． 

事实上，方程 (5)的积分给出r；r解出后，积分方程 (6)可以求出咖；并且，可以从方程 

(1)、(2)中的一个解出 本身．最后，可以从方程 (3)、(4)中的一个或另一个解得仇． 



 

方程 (5)，(6)的积分必然会引入两个任意的函数．我们将很容易地理解它们的意义， 

如果我们记得这些方程并不只限于我们所考虑的情形．当r， 具有第 16节中更普遍的意 

义时，方程仍成立．此时，r是正交于一个固定的但却是任意的曲线的最短线的弧长，而 

是这一固定曲线的部分弧长的一个任意函数，这一部分是任意最短线与一个任意固定 

点之间的截线．一般的解决必须包括所有这些一般的方法．而任意的函数成为确定的函 

数，仅当任意曲线和任意函数 (这里 必须表示出)成为确定的．在我们的情形，可以考 

虑一个无穷小圆，它的圆心取为度量距离 r的起点，并且 表示圆周上的部分除以半径 

的商．由此容易看到方程(5)，(6)对于我们这个情形是充分的，如果假定未被确定的函数 

满足条件：r和 满足初始点和与这个点相距一个无穷小距离的点的条件． 

此外，关于方程 (5)，(6)的积分本身，我们知道，它可以约化为常微分方程的积分． 

然而，这个积分经常会非常复杂以至于这种化简可以得到的东西很少．相反，当仅考虑 

曲面的一个有限的部分时，展开为级数序列是没有困难的，而且这对于实际需要是足够 

的了；并且这个公式成为解决很多重要问题的一个丰富的源泉．但是，在此为了说明这 

种方法的本质，我们将仅详细阐述一个简单的例子． 

23． 

现在，我们将考虑下列情形，在这里所有 P为常数的曲线是正交于 =0的曲线的 

最短线，其中 =0的曲线可以看成是横坐标轴．设 A是对应于 r=0的点，D是横坐标 

轴上的任意一点，AD=P，B是正交 AD于点D的最短线上的任意一点，且BD=q，因 

而P可以看成是点 的横坐标，q是纵坐标．我们假设横坐标在与 =0相应的轴的一侧 

为正向，而 r则总认为是正的．我们让纵坐标在角 为 0。到 180。之间的区域为正向．‘ 

由第 l6节的定理，我们有 

= 90。， F = 0， G = 1， 

并且令 

： 礼 ． 

因此，n将是P，q的函数，使得对于 q=0时，它必等于一个单位．利用第 18节的公式 

于我们的情形表明，无论在怎样的最短线上必有 

dO：面On·dp
， 

a 

这里 表示这条最短线上的线元素与q为常数的曲线的线元素之间的夹角．现在，由于 

横轴本身是一条最短线，并且由于在其上任何地方我们都有 =0，我们看到对于 q：0 

必然处处有 
On

： 0． 一 

因此，我们得到，如果礼展开为关于 q的级数，那么这个级数必有如下形式： 

n=1+fq。+gq。+hq +．一， 
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． ． 
Or ， Or ， a ． ， a 

礼 in妒 ， c0 妒 丽， -ncos妒 m ， sm妒 ’ 

z ： n (蓦) +(塞) 犯2． ．箬+ ． Op=。． 

( ． )。+(等)。 2， 

r2

=p2+Op2q2+去 n( 一 ，o2) +．．· 
+口 +壶g~p2q。+言g'p。q。+一· 【1】 

+( 一 ) +．．·． 

妒=p— Opq2- 1，，p2q2
一 (亏1，f?+ ，o2)p3q +．．· 

一 g。Pq。一丢9 p。q3+⋯ 【21 
一 (詈 )加4+．．·． 

1)我们认为在此给出这个计算并不必要．而且计算过程可以通过某些技巧而简化．—— 原注 
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从公式 

我们有， 

rc。8妒= 1 o(r2)-
， 

rc。s ： q+兰，Op2q+互1．rr!p3口+(詈，”一 ，。。)p4q+⋯ 
+ Op2q2+亏39 p3g +⋯ 【3】 

+
4hO

_  
14，o2 p2q3+．．‘

． 

这些公式给出角度妒．对角 的计算，用同样的方法，rcos 和rsin~的缴教展升日J以用 

以下偏微分方程非常优美地得到 

=⋯  n砂-rsin · up ， d口 

一 s 。s -rsin曲 
aq d口 

O(rs ine)
= nsin in -~-rcos ． ， 

d口 ￡， 

O(r s in~)
=sin os 。s≯． ， 

d口 【，q 

⋯ s ． n - _ 0． 

联立这些方程得到 

rsin~
．  -~-rCOS ． 

O(r c os~) 
扎 

—

rsin
—

~
． —

O(rs
—

in~)+ c0s妒
． —

O(
—

r si
～

ne) 
n Op ’⋯ 一 

： rcos ， 

： rSln西 

从这两个方程，r C08 和 r sin 的级数展开司以容易地得到，它们的百项显然分别为 p，q· 

这些级数为 

⋯s =p+fOpq2+ “(fl!--sf )p3q2+⋯ 
+ 
1 o 3

+ g'p +．．· 【4】 

+( 一 严)pqa+．．·． 
rstn =口一 Op2q_石1， q

一 ( ， 一 ，。 )p4口+⋯ 
一  op 口。～ g p。口。+．．· 【5 

一 ( 一 ，o2) +．．·． 



联立方程 【4】j【5j)司以导出 cos(~+ )的级数展开，们且从这里 【陈以缴敢 【1j) 

可以得出cos(~+ )的级数展开，由此可以得到角 +妒本身的一个级数展开．然而，这 

个级数可以用下列方法更加优美地获得．通过微分本节开头引进的第 1和第 2个方程， 

我们得到 

s n ·鬻nCOS妒· +s n · =0， 
而这个方程联合下列方程 

⋯s妒．鬻+sin ． =o nco 妒‘ + n ’ o 
给出方程 

·

一

r sin~
． 丝+—rsin—~． +rc。s妒． ：0． 

n Oq ‘ 几 Op ～ a口 一 

利用待定系数法，从这个等式，并且注意到级数的首项必定是 丌／2(半径认为等于 1，2丌 

表示这个圆的周长)，我们可以容易地导出砂+≯的级数展开． 

+ =丢丌一f~pq- 2， p2口一( 1，It一石1，。 )p3q+⋯ 
_ gOpq2_ 9 p2口2+．．· [6] 

一 ( )pq3+．．·． 
看来展开三角形 ABD的面积为一个级数也值得．关于这个推导，我们可用下列条 

件方程，这个方程可以容易地从非常明显的几何考虑导出，在这里 S表示所需的面积： 

rsin ~
· 

OS

+TCOS ·面OS= rsin ~b·／COS nd‘q， ——‘ 一 妒· ■=——‘ ， n p 口 n 
积分从 q=0开始．利用待定系数法，从这个等式我们得到 

s=丢pq一西1，o 3口一 ， p4q一(丽1，，，一 ， )p5口+⋯ 
一  ，。p口3一 9。p3口2一 g p4q2+⋯ 

一  

7 

g3一(1ho+ ，，，+ 严)p3qa+·一 [7】 
一  9一Pq 一 g + ．一 

一 (扣一 ，o2)pq5+．．·． 
25． 

在前面的公式中，考虑由最短线构成的直角三角形，现在我们着手讨论一般的情形． 

设 C是同一条最短线 DB上的另一点，在这一点上 P保持与点 B相同的值，并且 

q ，r ， ， ，S 与点 B处的 q， 妒，S具有相同的含义．那么由此在点 A，B，C之间有 
一 个三角形，它们的角我们记它为 A，B，C，与其相对的边记为 n，b，c，并且面积记为 ·我 



们分别用 ， ，7记在点 A，B，C处的曲翠测度．那么假设 (这是允许的)量 P，q，g—q 为 

正的，我们有 。 

A= 一 ，， B=妒， C=7r一妒，， 

a q— q ， b= r ， C= r， or= S— S ． 

我们首先将面积 表示为一级数．通过改变 [7]中每一个涉及B的量为与 有关的 

量，我们得到一个关于 S 的公式．从这我们有 (精确到六阶的量)公式 

= 三p(q )(1一石1， +q2+qn 
一

高， p( +7q +7qq +7q ) 
一  q')(3p2+4q2+4q，2))． 

由级数 [2】1也就是 

cs nB ： p( 一 1，。q2一lf,pq2_ l s，oq3一⋯)， 
可以变为下面的公式： 

=  tnB( 寺。 2--q2"4-qq'+．qt2) 
一  ， ( 一8q +7qq +7q ) 

一  印2q+3p2q~--6p3+4q2qt+4qq,2+4q,3))． 
曲面上任意点的曲率测度变成为 (由第 19节，那里的 仇，P，q为这里的n，P，g)： 

后： 1等=一 
= - 2I一69g一(12h一2f2)q 一⋯ ． 

因此，当P，q相应于点 B时，我们有 

=一2，。一2f'p一6g。q一2I 。～6g 一(12h。一2／。 )口。一⋯． 

也有 ． 

7=-2f。一2f'p一6g。q 一2／ P。一6g'pq 一(12h。一2f。。)q 一⋯ ， 

a= 一2，。． 

将这些曲率测度引入到 的表达式中，我们得到下列精确到六阶的量的表达式 (不包括 

六阶)： ’ 

=

l
acsinB(1+ 1 a(4p2-2q2+3qq'"4-3q'2) 
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+面1 2—6q2+6qq +3q ) 

+ 
1 

7(印 一2q2+ +4q，2))． 
如果对于P，q，q ，我们替换 csinB，ccosB，ccosB一0，则可以保持同样的精确度．这就 

给出 

= 三 in (1+ 1 。2+4c2—9 cCOs ) 
+ (3n。+3c 一12accos ) IS] 

+ -
1z

~
u

-

1 

3,(4a2+3c2—9accos ))． +1zu +3 一 )J’ 
既然所有有关正交于直线BC的直线AD的表达式已经从这个方程式中消去，我们可以 

重新排列点A，B， 之间的顺序以及关于它们的表达式．因此，我们有 (在同样精确度下) 

= 。csinA(1+面1 a(3b2+3c2-12bccos A) 
十 (36。+4c。 9bcc。s ) [9] 

+ b2+3c2-9bccos A))． +面 (4 c - 
： 。6sin (1+ 1 Q(3n2+46 一9n6c。s ) 

+ ／3(48。+3b。一 9bcc。s ) 
． [10】 

+面1 7(3a2+36。
一 12bccos C))． 

26． 

考虑边长为a，b，c的由直线组成的三角形 (对于我们的研究)是极其有利的．这种三 

角形的角 (我们记之为 A ，B ，C )不同于曲面上的三角形的角，即不同于A，B，C(相 

差二阶的量)；准确地表达这个差异是值得的．然而，在这里展示这个与其说是困难的， 

不如说繁冗的计算的前几步就足够了． 

在公式[1]，[4】，[5】中，以那些关于C的量代替B的量，我们得到关于r ，r cos~，，r sin~ 

的公式．那么表达式 

r。+r 一(q一口 )。一2rcos~·r cos~ 一2rsin~．r sin~ 

= b2+c ～a2～2bccosA=2bc(cosA 一cosA)． 

的展开式联立袁 式 

rsin~·r cos~ 一rCOS ·r sin~'=bcsinA 

的展开式，给出下列公式： 
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c。8A 一c。s =～(q-q')psinA(1f。+HP+gO(q+ql1 
+( 一去，o2)p2-4-g'p( ) 
+

lho
_  

7，o2(q2+qq,+q,2)+．．
·)． 

一  = +(q )p( ，。+丢 + 90(q )+ ，，，p。 
+ 9 (q．+g，)+ (口2 qql+ql2~ho -4-qq ) + 9 p(q．+ )+5 (口‘ + ) 

一  ，。。(7p2+7q2+12qq'+7g， )1．90 、 ‘。 ’ 。’】 ， 

2 ： 印( 一丢，。(p2+q2+qq,+q,2 一)， 

A = A 一 1 Q+ +西1 + ， + 19，p(口+ 

+_1 (3q2--2gg +3 【11] 

+ ，o2 2_llq2+14q )． 

=  一  (击 + 1 + 1 7+ ， p2+19 (2g+g ) 
+丢 。(4g2—4qq +3q ) [12] 
一  ，o2( 。+8q2--8qq'+llq'2))． 

c = 一 (壶Q+击 + 17+ ， + 9，p(g+2 
+ 
1 。(3q2

-- 4qq~+4 【13] 

一  

(劫2-4-llq2--8qq'+8q'2：))。 

A+B+c=7r+ ( 二 1
2 。～

1

吾，。

1

。

) g。一口

1 ,

二 ： ct +(2 。～吾，。。)cg2一口口 +q，2 )． L上 



这最后的等式也可以从公式 【6】中推导出来． 

27． 

如果曲面是一个半径为 R的球面，我们有 

口= =7 一2f。 壶； ．，”：0，夕 =0，6h。-，以=0， 
或者 

h。 · 

因此，公式 [14】变成 

A+B+C=7r+素， 
这是绝对精确的公式．但是，公式 [11】，【12̈ 13】给出 

A ： ～ 一 ( 一q +4qq,一q，2)， 

B ：JE}一 +丽or 。一2q +2qq +口 )
， 

C =C- +丽or +口2+2qq 一2q )
． 

或者，同样精确地有 

A = 一 一 ( c 2a2)， 

B =B～ 一丽or (n。+c2—2b2)
， 

C ～ 一面(7 “2+62 m 2c2)
． 

如果忽略四阶的量，从上面我们得到了由杰出的 Legendre首次建立的著名的定理． 

28． 

如果略去四阶的项，我们的一般公式将变得极其简单，即为： 

= A一~or(2a+ + )， 

B =B一 盯( +2 +7)， 

C =C一 (口+p+27)． 

此时，在一个非球面的曲面上，对于角 A，B，C的不等的减少量必须予以考虑，从而 

使得这些改变了的角的正弦成比例于其对边．一般地说，这些差量会是三阶的量；但是 

如果曲面与一个球面的差别微小，那么这个差量会是一个高阶的量．在地球表面上，即 

使对于角度可以测量到的巨大的三角形，这种差别通常也是太小而难以觉察的．例如， 

在最近几年，我们以此种方式已经测得介于Hohehagen，Brocken和 Inselberg 3点之间的 

巨大的三角形．在这里 3角之和的盈余是 14"．85348，计算给出各角处的如下的减少量： 

Hohehagen．．．．．．．．．-4"．95113 

． 1 1】 ． 



 

Brocken ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 一4”．95104 

Inselberg⋯ ⋯ ⋯ ．．一4”．95131 

29． 

通过比较曲面上的一个三角形的面积与边长为 a，b，c的平面直线三角形的面积，我 

们将结束我们的研究．我们记后面一个三角形的面积为 ，因此有 

=  in = ⋯ inB = 。6sinc ． 

精确到四阶的项，我们有： 

sinA =s n 一壶 cos ‘(2a+ +，y)· 
或者，在同样精度下，有 

sin = sin ．(1+ 6cc。sA．(2 + +，y))． 
在公式【9】中替换这些值，精确到六阶的项，我们有： 

：  6csinA ·(1+ 1 (3b2+3c2-2bccosA) 
+ ．一13(3b。+4c2—4bccosAosA、) 十面  十 一 

+ 6。+3c2—46cc。s ))， +T (4 +3c 一46cco A)J， 
或者，在同样精度下，有 

盯= 1 1 

a(a2+2b2+2c2)+1TOB(2a2+b2-t-2c2)+T 1 (2a2+2b2+c2))． 
对于球面，这一公式变成下列形式： 

=  ( + 2+b2+c2))． 
在同样精度下，很容易证明下列公式可以代替上述公式： 

／sinA·sinB·sinC V—
sinA*~sin—B*~sinC*‘ 

如果把这一公式应用于非球面的曲面上的三角形，一般地说，其误差将是五阶的量，但 

是在地球表面上所有可以测量到的三角形内，这种误差太小而将是难以察觉的． 

(陈惠勇 译 苏阳 校) 
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