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第一章 理想流体 

第一节 连续性方程 

对液体和气体运动的研究就是流体动力学的内容1。流体动力学所研究的对

象具有宏观性质，所以在流体动力学中可以把流体看作连续介质。这意味着，可

以认为任何流体微元仍然是足够大的，以至于其中还包含着数目极多的分子。因

此，当我们说到无穷小的体微元时，总是指“物理上”无穷小的体微元，换言之，

它与所考虑的流体体积相比足够小，但与分子间距离相比却足够大。在流体动力

学中，对“流体微团”、“流体点”之类的术语都应当这样理解。例如，在论及

某流体点的位移时，我们并不是指个别分子的位移，而是指包含大量分子的流体

微元整体的位移，尽管在流体动力学中仍把后者看作一个点。2 

在数学上可以利用一些函数来描述运动流体的状态，他们给出流体的速度分

布 �⃑� = �⃑�(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 和任何两个热力学量的分布，例如压强分布 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 和密

度分布 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 。众所周知，根据任意两个热力学量的值和物质的状态方程

即可确定所有的热力学量。因此，只要给定五个量：速度 �⃑� 的三个分量、压强 

𝑝 和密度 𝜌 就可以把运动流体的状态完全确定下来。 

所有这些量一般是坐标 𝑥, 𝑦, 𝑧 和时间 𝑡 的函数。我们强调，�⃑� = �⃑�(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 

是在时刻 t 在空间的任何给定点 𝑥, 𝑦, 𝑧 的流体速度，换言之，它是空间固定点

的流体速度，而不是随时间在空间中移动的特定流体微元的速度。这一说明同样

适用于量 𝜌 和 𝑝 。 

我们来推导一些基本的流体动力学方程。首先推导表示质量守恒定律的方程。 

考虑空间的某个区域 𝑉0 ，位于该区域内的流体具有质量 ∫ 𝜌𝑑𝑉 ，式中 𝜌 

是流体密度，积分运算是对区域 𝑉0 进行的。单位时间内流过区域表面微元 𝑑𝑓 

的流体质量是 𝜌�⃑� ∙  𝑑𝑓，其中矢量 𝑑𝑓 指向表面微元的法线方向，其大小等于表

 
1 本书采用红色字体，表示重要概念、重要定理、以及其他需要强调的文字；采用蓝色字体，表示鹿栖斋

评阅、注疏的内容。——鹿栖 
2 这一段内容，就是一般流体力学书籍上所谓的连续介质假设。——鹿栖 
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面微元的面积。我们规定 𝑑𝑓 指向外法线方向。于是，如果流体流出该区域，则 

𝜌�⃑� ∙  𝑑𝑓 为正；如果流体流入该区域，则该表达式为负。因此，单位时间内流出

区域 𝑉0 的流体总质量为: 

∮ 𝜌�⃑� ∙  𝑑𝑓 

式中的积分运算是对该区域的整个封闭表面进行的。 

另一方面，区域 𝑉0 中流体质量的减少可以写为以下形式： 

−
𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝜌𝑑𝑉 

让两个表达式相等，得： 

−
𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝜌𝑑𝑉 = ∮ 𝜌�⃑� ∙  𝑑𝑓 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (1.1) 

把曲面积分变成体积分： 

∮ 𝜌�⃑� ∙  𝑑𝑓 = ∫ div(𝜌�⃑�) 𝑑𝑉 

于是： 

∫ [
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div(𝜌�⃑�)] 𝑑𝑉 = 0 

因为这个等式应当对任何区域都成立，所以被积函数应当为零，即： 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div(𝜌�⃑�) = 0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (1.2) 

这就是所谓连续性方程。 

展开表达式 div(𝜌�⃑�) ，也可以把 (1.2) 写成：3 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜌 div �⃑� + �⃑� ∙ grad 𝜌 = 0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (1.3) 

矢量 𝑗 = 𝜌�⃑� 称为质量流密度，其方向与流动方向一致，而大小等于单位时

间内流过与速度垂直的单位面积的流体质量。 

【鹿栖注疏】【TK13.1】 

注意到： 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ �⃑� ∙ grad 𝜌 =

𝑑𝜌

𝑑𝑡
 

 
3 对场论相关公式不熟悉的读者，建议先阅读吴望一《流体力学》第一章。——鹿栖 
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因此式 (1.3) 可以写成：
4
 

𝑑𝜌

𝑑𝑡
+ 𝜌 div(�⃑�) = 0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (1.3𝑒) 

第二节 欧拉方程 

设想从流体中划分出某个区域，它是由流体组成的。作用在这部分流体上的

合力等于该区域边界上的积分5： 

− ∮ 𝑝𝑑𝑓 

将其变为体积分，有： 

− ∮ 𝑝𝑑𝑓 = − ∫ grad 𝑝 𝑑𝑉 

由此可见，任何流体微元𝑑𝑉都受到周围流体对它的作用力−𝑑𝑉 grad 𝑝；换言之，

单位体积上流体的作用力等于− grad 𝑝。 

现在，让作用力− grad 𝑝等于流体的密度 𝜌 与流体加速度𝑑�⃑� 𝑑𝑡⁄ 的乘积，我

们就可以写出流体微元的运动方程6： 

𝜌
𝑑�⃑�

𝑑𝑡
= − grad 𝑝 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.1) 

这里的导数𝑑�⃑� 𝑑𝑡⁄ 并不代表空间固定点的流体速度变化，而是代表一个在空

间中运动的给定的流体微元的速度变化7。应当用一些与空间固定点相关的量来

表示这个导数。为此，我们指出，一个给定的流体微元在𝑑𝑡时间内的速度变化𝑑�⃑�

由两部分组成：一部分是该空间点固定点的流体速度在𝑑𝑡时间内的变化，另一部

分是（在同一瞬间）相距𝑑𝑟的两点的速度之差，这里的𝑑𝑟是给定流体微元𝑑𝑡时间

内的位移。前者等于： 

 
4 补充内容中的公式，在末尾标记字母 e；编号为原文上一个公式的编号。例如，原文上一个公式为 1.3，

则补充内容的公式编号为 1.3e；如果补充了多个公式，则按以下顺序编号：1.3e-1，1.3e-2，……，依此

类推。——鹿栖 
5 简单而言，作用于流体的力可以分为质量力和面力（关于表面张力，见第七章）。质量力通常是按质量分

布的长程力（如万有引力），质量力密度指单位质量流体所受的质量力。面力是按面积分布的力（如与流

体表面相接触的物质对该表面上的流体的作用力），单位面积上的面力称为应力。在理想流体的情况下，

面微元𝑑𝑓上的面力（从矢量𝑑𝑓所指的那一侧物质作用在该面微元上的力）为−𝑝𝑑𝑓。这里之所以有负号，

是因为该面力通常表现为压力。此处只考虑面力。 ——李植（译者） 
6 等式左边表示远程力，等式右边表示表面力。因此式 2.1 表示作用在流体上的远程力与表面力的平衡；

注意与式 2.4 对照理解。 ——鹿栖 
7 这句话的意思是，导数𝑑�⃑� 𝑑𝑡⁄ 基于拉格朗日描述。——鹿栖 
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𝜕�⃑�

𝜕𝑡
𝑑𝑡 

这里的偏导数𝜕�⃑� 𝜕𝑡⁄ 是在𝑥、𝑦、𝑧不变时计算的，即在空间给定点上计算的。速度

变化的第二部分等于： 

𝑑𝑥
𝜕�⃑�

𝜕𝑥
+ 𝑑𝑦

𝜕�⃑�

𝜕𝑦
+ 𝑑𝑧

𝜕�⃑�

𝜕𝑧
= (𝑑𝑟 ∙ ∇)�⃑� 

于是， 

𝑑�⃑� =
𝜕�⃑�

𝜕𝑡
𝑑𝑡 + (𝑑𝑟 ∙ ∇)�⃑� 

或者，两边都除以 𝑑𝑡 8， 

𝑑�⃑�

𝑑𝑡
=

𝜕�⃑�

𝜕𝑡
+ (�⃑� ∙ ∇)�⃑� ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.2) 

将此关系式代入(2.2)，得到： 

𝜕�⃑�

𝜕𝑡
+ (�⃑� ∙ ∇)�⃑� = −

1

𝜌
grad 𝑝 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.3) 

这就是我们希望求出的流体运动方程9，它是由欧拉在 1755 年首先得到的。

这个方程称为欧拉方程，是基本的流体动力学方程之一。 

【鹿栖注疏】【TK13.2】 

采用张量表示法，有： 

(�⃑� ∙ ∇)�⃑� = 𝑣𝑗

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.3𝑒 − 1) 

于是式(2.3)可以写成：
10
 

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑗

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.3𝑒 − 2) 

如果流体处于重力场中，则单位体积的任何流体还受到力𝜌g⃑⃑的作用，其中g⃑⃑

是重力加速度。这个力应当加在方程(2.1)的右侧，方程(2.3)的形式从而变为： 

𝜕�⃑�

𝜕𝑡
+ (�⃑� ∙ ∇)�⃑� = −

1

𝜌
grad 𝑝 + g⃑⃑ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.4) 

【鹿栖注疏】【TK13.3】 

如果流场中还有其他远程力，则上式变为： 

 
8  为了强调这样定义的导数𝑑 𝑑𝑡⁄ 与物质运动的联系，我们称之为物质导数。——朗道 
9  此式是无重力条件下理想流体运动方程。——鹿栖 
10 关于张量，以及张量表示法，参见吴望一《流体力学》第一章。——鹿栖 
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𝜕�⃑�

𝜕𝑡
+ (�⃑� ∙ ∇)�⃑� = −

1

𝜌
grad 𝑝 + g⃑⃑ + 𝑓 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.4𝑒) 

上式中，𝑓为单位质量力，量纲与加速度量纲一致。 

在运动流体中可能存在能量耗散过程，这是由流体的内摩擦（粘性）和流体

不同部分之间的热交换引起的。然而，在推导上述运动方程时，我们完全没有考

虑这样的耗散的过程。所以，本章这一节和以后几节的全部论述，只适用于热传

导过程和粘性过程都无关紧要的流体运动。讨论这样的运动就相当于讨论理想流

体的运动。 

流体各部分之间以及流体与边界之间没有热交换，这意味着流体是绝热的，

并且任何一部分流体的运动都是绝热的。因此，必须把理想流体的运动看作绝热

运动。 

当流体在空间作绝热运动时，每一部分流体的熵在运动过程中都保持不变。

如果用字母 s 表示单位质量流体的熵（质量熵），我们可以用方程 

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.5) 

来表示绝热运动条件。在这个过程中，就像(2.1)那样，对时间的全导数11表示给

定的一部分流体熵变化率。该导数也可以写为： 

𝜕𝑠

𝜕𝑡
+ �⃑� ∙ ∇𝑠 = 0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.6) 

这是表述理想流体绝热运动条件的一般方程。 

【鹿栖注疏】【TK13.4】 

采用张量表示法，有： 

�⃑� ∙ ∇𝑠 = 𝑣𝑗

𝜕𝑠

𝜕𝑥𝑗
 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.6𝑒 − 1) 

对于标量函数𝑠，显然有： 

�⃑� ∙ ∇𝑠 = (�⃑� ∙ ∇)𝑠 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.6𝑒 − 2) 

由公式2.2、2.6、2.6𝑒 − 2，对于任意函数 𝜶 （无论𝜶是标量、矢量还是张量），均有： 

𝑑𝜶

𝑑𝑡
=

𝜕𝜶

𝜕𝑡
+ (�⃑� ∙ ∇)𝜶 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.6𝑒 − 3) 

 
11 即：物质导数。——李植 
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利用式(1.2)，可以将式(2.6)写为熵的“连续性方程”： 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑠) + div(𝜌𝑠�⃑�) = 0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.7) 

乘积𝜌𝑠�⃑�是熵流密度。 

【鹿栖注疏】【TK13.5】【证明式 2.7】 

由式(1.2)、(2.6) ： 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div(𝜌�⃑�) = 0 ⟹ 𝑠 [

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div(𝜌�⃑�)] = 0 

𝜕𝑠

𝜕𝑡
+ �⃑� ∙ ∇𝑠 = 0 ⟹ 𝜌 (

𝜕𝑠

𝜕𝑡
+ �⃑� ∙ ∇𝑠) = 0 

上两式相加，有： 

𝑠 [
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div(𝜌�⃑�)] + 𝜌 (

𝜕𝑠

𝜕𝑡
+ �⃑� ∙ ∇𝑠) = 0 

整理，得： 

(𝑠
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜌

𝜕𝑠

𝜕𝑡
) + [𝑠 div(𝜌�⃑�) + 𝜌�⃑� ∙ ∇𝑠] = 0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.7𝑒 − 1) 

注意到：
12
 

𝑠 div(𝜌�⃑�) + 𝜌�⃑� ∙ ∇𝑠 = div(𝜌𝑠�⃑�) 

于是由式2.7𝑒，有： 

𝜕(𝜌𝑠)

𝜕𝑡
+ div(𝜌𝑠�⃑�) = 0 

证毕 

【鹿栖注疏】【TK13.6】【拓展】 

对于在单位质量上定义的任意标量函数𝑓(𝑟, 𝑡)，只要满足式(2.5)： 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= 0 

就可以按上述方法导出式(2.7)： 

𝜕(𝜌𝑓)

𝜕𝑡
+ div(𝜌𝑓�⃑�) = 0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.7𝑒 − 2) 

如果 

𝑓(𝑟) ≡ 1 

则式(2.7)就变为式(1.2)： 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div(𝜌�⃑�) = 0 

 
12 参见吴望一《流体力学》上册，P19，第 5 式。——鹿栖 
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绝热方程经常具有简单得多的形式。就像经常遇到的那样，如果流体的质量

熵在某个初始时刻处处相同，则在此后的流动中，质量熵仍然处处相同并且不随

时间变化。因此，这时可以把绝热方程简单地写为：13 

𝑠 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.8) 

我们以后通常使用这种形式的绝热方程。这样的流动称为等熵流。 

利用等熵流条件，可以把运动方程(2.3)写为略微不同的形式。为此，我们运

用熟悉的热力学关系式 

𝑑𝑤 = 𝑇𝑑𝑠 + 𝑉𝑑𝑝 

式中𝑤是流体的质量焓14，𝑉 = 1 𝜌⁄ 是质量体积，𝑇是温度。因为𝑠 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡，所以 

𝑑𝑤 = 𝑉𝑑𝑝 ⟺ 𝑑𝑤 =
1

𝜌
𝑑𝑝 

从而 

1

𝜌
∇𝑝 = ∇𝑤 

因此，可以把方程(2.3)写为以下形式： 

𝜕�⃑�

𝜕𝑡
+ (�⃑� ∙ ∇)�⃑� = − grad 𝑤 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.9) 

值得注意的是，欧拉方程还有一种形式，其中只包含速度。应用矢量分析中

的已有公式：15 

1

2
grad 𝑣2 = �⃑� × rot �⃑� + (�⃑� ∙ ∇)�⃑� 

可以把(2.9)写为 

𝜕�⃑�

𝜕𝑡
− �⃑� × rot �⃑� = − grad (𝑤 +

𝑣2

2
) ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.10) 

在这个方程两侧取旋度，就得到只包含速度的方程 

𝜕

𝜕𝑡
(rot �⃑�) = rot(�⃑� × rot �⃑�) ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.11) 

 
13 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ：常数。——鹿栖 
14 关于焓的概念，见林宗涵《热力学与统计物理学》，或朱明善《工程热力学》；对热力学不熟悉的同学，

没有必要过于深究焓、熵等热力学概念的物理意义，只要记住相互之间的运算关系就可以了（即：记住

概念之间的数学关系即可）。事实上，的确有一些学者倾向于从数学的角度解释这些物理概念。例如知

乎的铁褥网友就认为：焓“本质上就是在量纲正确的前提下为了方便运算和方便分析热力学过程的产物”。

见网页：https://www.zhihu.com/question/271772930；——鹿栖 
15 见吴望一《流体力学》上册，P19，公式 11。——鹿栖 

https://www.zhihu.com/question/271772930
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【鹿栖注疏】【TK13.7】 

证明式(2.11)用到场论中的一个重要定理：梯度场是无旋场。对于任意函数 𝜑(𝑟)  

rot(grad 𝜑) = 0 

【鹿栖注疏】【TK13.8】【拓展】 

由场论公式 

rot(�⃑� × �⃑⃑�) = (�⃑⃑� ∙ ∇)�⃑� − (�⃑� ∙ ∇)�⃑⃑� + �⃑� div �⃑⃑� − �⃑⃑� div �⃑� 

有： 

rot(�⃑� × rot �⃑�) = [(rot �⃑�) ∙ ∇]�⃑� − (�⃑� ∙ ∇)(rot �⃑�) + �⃑� div(rot �⃑�) − (rot �⃑�)(div �⃑�) 

注意到旋度场是无源场 

div(rot �⃑�) = 0 

因此 

rot(�⃑� × rot �⃑�) = [(rot �⃑�) ∙ ∇]�⃑� − (�⃑� ∙ ∇)(rot �⃑�) − (rot �⃑�)(div �⃑�) 

有了运动方程，还应当补充在流体界面上必须成立的一些边界条件。对于理

想流体，边界条件应当表述出流体不能穿透固体壁面的事实。这意味着，固体壁

面上的流体法向速度分量应当等于零： 

�⃑� ∙ �⃑⃑� = 0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2.12) 

（在运动壁面的一般情形下，�⃑� ∙ �⃑⃑�应当等于壁面速度的相应分量） 

在两种互不混合的流体之间的边界上应当成立两个边界条件，其一是两种流

体的压强在分界面上相等，其二是两种流体在分界面上的法向速度分量相等（并

且该法向速度分量等于分界面本身的法向移动速度）。 

正如在第一节一开始就指出的，运动流体的状态取决于五个量：速度�⃑�的三

个分量以及诸如压强𝑝和密度𝜌的两个热力学量。因此，封闭的流体动力学方程组

应当包括五个方程。对于理想流体，这些方程就是运动方程、连续性方程和绝热

方程。 
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习题 1.2 

设𝑎是流体微元在某一时刻𝑡 = 𝑡0的 x 坐标（𝑎称为拉格朗日坐标16），写出关于变量𝑎、

𝑡的理想流体一维运动方程17。 18 

【解析】 

在上述变量下，每个流体微元在任意时刻的坐标𝑥可以看作𝑡和它在初始时刻的坐标𝑎的

函数，𝑥 = 𝑥(𝑎, 𝑡). 于是，流体微元的质量在其运动过程中守恒的条件（连续性方程）可以

写为： 

𝜌𝑑𝑥 = 𝜌0𝑑𝑎 ⟺ 𝜌 (
𝜕𝑥

𝜕𝑎
)

𝑡
= 𝜌0 

式中𝜌0(𝑎)是给定的初始密度分布19。根据定义，流体微元的速度是20 

𝑣 = (
𝜕𝑥

𝜕𝑡
)

𝑎
 

而导数(𝜕𝑥 𝜕𝑡⁄ )𝑎给出该流体微元在运动过程中的速度变化率。欧拉方程和绝热方程分别可以

写为： 

(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
)

𝑎
= −

1

𝜌0
(

𝜕𝑝

𝜕𝑎
)

𝑡
; (

𝜕𝑠

𝜕𝑡
)

𝑎
= 0 

 

 
16 虽然这些变量通常称为拉格朗日变量，但是利用这些变量表示的流体运动方程其实最初是由欧拉在得到

基本方程（2.3）时同时得到的。 
17 如果考虑表面张力，可以参考第七章。——李植 
18 描述物体运动通常有两种方法：拉格朗日描述、欧拉描述，分别对应拉格朗日坐标和欧拉坐标。流体力

学一般是基于欧拉描述。本题探讨的是将欧拉描述下的流体力学方程，转换为拉格朗日描述下的流体力

学方程。相关知识可参阅吴望一《流体力学》上册，P91. ——鹿栖 
19 根据上下文，应该是把𝑡 = 𝑡0时刻作为“给定的初始时刻”，这个时刻对应的密度就是 𝜌0. ——鹿栖 
20 这个公式的意思是：初始时刻坐标为 a（可视为流体微元的编号，即：第 a 号流体微元）的流体微元，

对时间的导数。——鹿栖 


